Chapitre 2

Les nombres complexes

l. L'ensemble C

1) Ensemble de nombres complexes

Théoreme (admis) :

Il existe un ensemble de nombres, noté C, et appelé ensemble des nombres complexes, possédant
les propriétés suivantes :

e C contient R

* On définit dans C une addition et une multiplication qui suivent les mémes regles de calcul
que l'addition et la multiplication des réels.

* Il existe dans C un nombre i tel que i2 = -1.

* Tout élément z de C s'écrit de maniére unique z = x + iy avec x et y réels.

Exemples :
* Soitz=3+b5ietz’=2-3i
z +2’=3+5i+2-3i=3+2+i(5-3)=5+2i
z2’=3+5i)(2-31))=6-9i+10i—152=6+i+15=21 +i

° i3:ini:_i;i4:(iZ)2:1

2) Vocabulaire

Définitions :
Si un nombre complexe s'écrit z = x + iy avec x et y réels, alors :
* x +iys'appelle la forme algébrique de z.
* X est la partie réelle de z. On note x = Re(z).
* yestla partie imaginaire de z. On note y = Im(z).
* siy=0alorsz=x € R. On retrouve le fait que R C C.

* six =0 alors z = iy est dit imaginaire pur. On note iR I'ensemble des imaginaires purs.

Exemple :
Pourz=2-1i 3 ,onaRe(z)=2etIm(z)=- V3 .



Remarques :
* Onnote quesiz€ C,Re(z) € RetIm(z) € R.

* Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont méme partie réelle et méme
partie imaginaire :

z=12" < Re(z) =Re(z’) et Im(z) = Im(z’)
* En particulier,z =0 <« Re(z)=0etIm(z) =0

Exemple :
Résoudre, dans C, 1'équation : 3z + 2 — 4i =3

3z+2-4i=3 3z=1+4 & z:%+§i .

3) Conjugué d'un nombre complexe

Définition :
Soit z un nombre complexe de forme algébrique x + iy.

On appelle conjugué de z et on note Z le nombre complexe z = Xx —iy.

Ainsi :
Re(z) = Re(Z) et Im(z) =- Im(Z)
Exemples :
—243i=-2-3i ; 5=5; 21 =-2i

La notion de conjugué permet de caractériser les nombres réels et les nombres imaginaires purs
parmi les nombres complexes.

Propriété :
Soit z un nombre complexe :

zER - z=2 et Z€EIR « zZ=-z

Démonstration :
On note x + iy la forme algébrique de z :
* Z=zeXx—-ly=xtiye-2iy=0=y=0<z=x<2z€R

* Z=ZeXx-iy=x-lye2x=0=x=0<=2z=iy = z€IR



Remarques :

Nl

=z; z+Z=2Re(z); z— z=2ilm(z2) ; zZ = Re(z)? + Im(z)?

Il. Calcul algébrique dans C

1) Opérations sur les nombres complexes

Soient deux nombres complexes z et z’ de formes algébriques respectives x + iy et x’ + iy’.
Définition :
L'opposé d'un nombre complexe z est le complexe noté -z défini par :

-Z= -x—1ly

Propriétés :
* Somme de complexes:z+z’=(x+x’)+i(y +y’).

Produit de complexes : zz’ = (xx’—yy’) +i(xy’ + x’y).

Remarque :
Les identités remarquables valables dans R le sont également dans C.

De plus, en voici une nouvelle :

(x +iy)(x —1y) = x2 = (iy)? = x* + y?

Binome de Newton :

Soit a et b deux nombres complexes et pour tout entier naturel n :

n

(a+b)'=2,

k=0

n

k

k

a"xp"*

Démonstration :

Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) : « (a+b)'=) Z a*xb"" »
k=0
- [0 0
* Initialisation : pourn =0, (a + b)* =1 et Z a*x b’ F= 0 a’xb’=1
k=0

Donc la propriété est vraie pour n = 0.



n

* Heredité : soit n € N, supposons que P(n) est vraie, c’est-a-dire (a+b)":z Z a*xbp"*
k=0
n
(a+by*i=(a+bynx(@+b)= |, Z a*xb" "] x (a+b) (d’aprés I’hypothése)
k=0
n n n n
=q x Z n akan_k +b % Z n akan_k — z n ak+lxbn—k+z n akan_k+1
i=o\k i=o\k i=o\k o \k
n—1 n

— n an+1><bn7n+z n ak+l><bn7k+ n aOan70+l+Z n akxbn7k+l

n im0 \k 0 sk

n n
— an+1+z n akan_k+l+bn+l+z n akxbn—kﬂ
k=1 k—1 k=1

el el N n n\| ko pn—k+l n n|_[n+l

=a +b+ + a Xb avec =
,; k=1 \k k=1 \k k

wl el N [0+ - + w1 N [n+ " +1|

:a+1+b+1+zn lakxb kel _ [n laob+1+zn lakxb kel (1 1 +1 0
=1 0 =1 n+l1

n+l +1
= nk a*xb"™'""  Donc P(n + 1) est vraie.

k=0

* Conclusion : P(0) est vraie. Et, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

n

Donc pour tout n € N, (a+b)'=) Z a*xb" "
k=0
Exemples :
3
. @2+ip= 2(3)2k><i3k:(3 2%+ 3 2" %2+ [ 322 %'+ 3| 2%
v 0 I 2

+1P=1x1x-i+3x2x-1+3%x4xi+1x8x1=-i-6+121+8=2+11i

5
. (1_1)5: Z(S lkX(—l‘)Sik
im0 \k
et o s oS

= IX1IX-i+5x1x1+10x1xi+10x1x-1+5x1x-i+1x1x1
= -i+5+10i—-10-5i+1
(1-ip=-4+4



Inverse
Propriété :
1
Tout nombre complexe non nul z de forme algébrique x + iy admet un inverse noté P de forme
algébrique :

1_ z _x-—iy

LT 2, 27 2, 2

Z x+y" x+y

Démonstration :

Soit z un nombre complexe non nul de forme algébrique x + iy.

On cherche un nombre complexe z’ de forme algébrique x’ + iy’ vérifiant zz’ = 1.

xx'—yy'=1

Si(x +iy)(x’ +iy’) =1alors (xx’—yy’) +i(xy’+ x’y) =1 d'ou X x =0

On multiplie la premiere égalité par (-y) et la deuxieme par x :

_ ' 2, —=_ 2492 r—_
o yryTy Y par addition, on obtient : (x2+y2)y Y

x2y'+x'xy=0 x"y+xy'=0
Comme z # 0 alors x? + y2 # 0 donc :
! — . ! J— X N [ X
e siyZ0: Yy =— zyz.ParsmteXJ/— zyz dou ¥ =—F—— .
Xty x“+y X +y
— R . xx'=1 x'=L
* siy=0:lesysteme devient ,_~ etx#0donc x
xy'=0 y'=
1_ x .y
Danstouslescas —=— 515
zZ x+y X +y

Réciproquement (x+iy)

X+y. Xty

Exemples :

L ; U b B G 5 B
mverse du complexe 1 est 12+12 B R

* L'inverse de i est le complexe : PORRE =—1



Quotient

Définition :

!

AT . z 1 ,
On définit le quotient — =zX— ,avecz’ #0.
V4 V4

Remarque :

La forme algébrique d'un quotient est obtenue en multipliant le numérateur et le dénominateur par
le conjugué du dénominateur .

Exemple :
1-i _ (1=i)(1-2i) _1-2i-i-2

13,
1421 (1+21)(1—=2i) 1+4 575

Propriété :
7227’=02z=00uz’=0

Démonstration :
* Soitz et z’ deux nombres complexes.
Siz=0alors0xz’=0.Siz’=0alorszx0=0.Doncsiz=00ouz’=0alorszz’=0.

* Réciproquement si zz’ = 0 démontrons par l'absurde que z = 0 ou z’ = 0.

) 1
Supposons que z # 0 et z’ # 0 alors z’ admet un inverse e dans C.

=0 douz=0.

. 1 1 . 1
Comme zz’ = 0 on obtient (ZZ')X7=0><; soit zX Z’><7

D’ou la contradiction, par suite soit z = 0 soit z” = 0.

2) Opérations sur les conjugués

Propriétés :
Pour tout nombre complexe z et z’ et pour tout entier naturel n non nul on a :

z+z'=Z+z' ; zz'=zXz' z'=(z)"

De plus, si z’ # 0 alors :




Démonstrations :
Soit z et z” deux nombres complexes de forme algébrique x + iy et x’ + iy’.
+ Commez+z’ =(x+x’)+i(y +y)alors z+z' =(x + x’)—i(y + y’)donc z+z'=z+z' .
+ Comme zz’ = (xx’—yy’) +i(xy’ + x’y) alors 2z’ = (xx’—yy’) —i(xy’ + x’).
Deplus, 2Xz' =((x—-iy)(x’—iy’) =xx’—ixy’ —ix’y —yy’ = (xx’= yy’) —i(xy’ + x’y).
Donc zz'=zXz'.
 Siz#O0alors z #0.Comme 5X2=1 ona %Xz:l .

1

z

1

z

Comme zz'=zXz' on obtient xz=1 dou =

N| | —

Exemples :
© o (2-i)=(240)
. 2+3i|_2-3i
5-i ) 5+i

ll. Equation du second degré dans C

1) Racine carrée dans C d'un nombre réel

Définition :
a désigne un nombre réel.

Les solutions dans C de 1'équation z2 = a sont appelées racines carrées de a dans C.

Propriété :
Tout nombre réel non nul a admet deux racines carrées dans C.
e Sia> 0, ce sont les nombres Ja et-va .

e Sia<0,cesontles nombresi v—a et-i v—a .

Exemples :
« Les racines carrées de 2 dans C sont 2 et- 2 .

» Les racines carrées de -3 dans C sonti v3 et-i v3 .



2) Equation du second degré a coefficients réels

Propriété :

On considere 'équation az? + bz + ¢ = 0 dont les coefficients a, b, c sont des nombres réels, avec
a#0.
On note A le réel b? — 4ac appelé le discriminant.

* SiA>0, alors I'équation admet deux solutions réelles :
—b—VJA —b+JA
et
2a 2a

* Si A=0, alors I'équation admet une solution réelle : - 2a

* SiA<O0, alors I'équation admet deux solutions complexes conjuguées :
—b—iVv—A ot —b+iv—A

2a 2a

Démonstration :

2
Pour tout nombre complexe z, az2+ bz +c = a Z+% _F avec A = b?—4ac.
a
A
Résoudre 1'équation az? + bz + ¢ = 0 revient a résoudre Z+2_a :F cara # 0.
a
b 2
° 1 = +— | =0 é i az=- — .
SiA=0, |z 2a équivaut a z 2a
b _A b _ A
* SiA>0, z+—=—— +—=——— soit:
PR e T 2a M T2 T 2a Y
_—b+/A _—b—+A
Z=——— ou z=—— .
2a 2a
. 1Vv—A b iv—A .
. < +—= +—=— :
SiA<O0, =z 24 a ou z 24 a soit
_ —b+iVv—A _—b—iVv—-A
Z=———— ou z=——F—— .
2a 2a

Remarque :

Si l'on note z, et z, les solutions de 1'équation (avec éventuellement z;, = z,), alors pour tout nombre

complexe z, az?+ bz + c = a(z - z,)(z - z,).



Exemple :

z2+ z + 1 =0 a pour discriminant A = -3, donc les solutions dans C de cette équation sont les

V3 —1 .3

) , -1 .
. _+ R —_ ] —
nombres complexes conjugués : 2 1 > et 2 1 > -

3) Equation polynomiale a coefficients réels

Définitions :
Soit n un entier naturel et soient a,, «,, ..., an des nombres réels avec an # 0.

On appelle fonction polynéme de degré n a coefficients réels, la fonction P définie sur C par :
P(z)= Z O z*
k=0

L’équation P(z) = 0 est appelée équation polynomiale de degré n.

a est une racine de P si, et seulement si, P(a) = 0.

Propriété :
Soient z et a deux nombres complexes.
Pour tout entier naturel n, non nul,
7-ar=(z2-a) x Q@)

avec Q un polynome de degré, au plus, n — 1.

Démonstration :
Pour tout n € N*, on considére la propriété P(n) : « z'—a" = (z—a) x Q(z) avec deg(Q) <n—1»
* Initialisation : pourn=1,z!—a'=z—a = (z—a) x Q(z) avec Q(z) = 1 donc deg(Q) =0 < 0.
* Heéredité : soit n € N*, supposons que P(n) est vraie,
zntl_gntl=z x zn—qtl =z X [g" + (z— a) X Q(z)] — a"*1 avec deg(Q)sn-1
=zxa"t+tzz—a)xQ(z)—a™ = a(z—a)+z(z—a) X Q(z) =(z—a) x [a" + z x Q(z)]
=(z—a) x R(z) en posant R(z) = a» + z x Q(z) avec deg(Q) < n—1donc deg(R) <n
Donc P(n + 1) est vraie.
* Conclusion : P(1) est vraie. Et, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

Donc, pour tout n € N*, zn —a" = (z —a) x Q(z) avec deg(Q) < n—1

Exemple :
Pour tout nombre complexe z,onazi—-1=(z-1)(z2+z+ 1)



Remarque :

Soient z et a deux nombres complexes.

n—1
. k —1-k
Pour tout entier naturel n, non nul, z"—a"=(z—a)x Y, a"z"

k=0

Propriété :
Soit a un nombre complexe.
Soit P un polyndme de degré supérieur ou égal a 1.

Si P(a) = 0, alors P se factorise parz—a .

Autrement dit, si P(a) = 0, alors, pour tout z € C, P(z) = (z — a) x Q(z) avec Q un polynéme de

degré, au plus, n — 1.

Démonstration :

Soit P un polynome tel que P(z) = anz" + an—z" 1 + ... + a,2°+ o,z + Q.

P(z) = P(z)—P(a) (car P(a)=0)

P(z) = anz" + an—z" 1 + ... + a,2%+ a;z + A, — (ona@™ + oan—,a" 1 + ...+ a,a?+ a,a + ap)

P@z)=oan(z"—a") + an—(z" 1 —a" ) + ... +t ay(z?—a®) + a,(z—a)

P(z) =an(z—a) x Qn-4(2) + an—;(z—a) X Qn—,(2) +... + a,(z—a) X Q,(z) + a,(z—a)
avec Q, ..., Qn—,, Qn-; des polynomes de degrés, au plus n.

P(z) = (z— a)lanQn-,(z) + an-,Qn—5(2) + ... + a,Q,(2) + a;] = (z—a)* Q(2)

En posant Q(z) = anQn-,(z) + an—,Qn—,(2) + ... + a,Q,(2) + a;,

Q est un polynome de degré, au plus n.

Exemple :

Soit P le polyndme complexe défini par P(z) = z3—2z% + z— 2.

2 est une racine de P donc P se factorise par z — 2 et on a, pour tout z € C, P(z) = (z—2)(z2 + 1).

On trouve exactement trois racines pour P : 2, i et -i.

Propriété :

Pour tout entier naturel n, un polyndéme, non nul, de degré n admet, au plus, n racines.

Démonstration :

Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) : « un polynéme, non nul, de degré n admet,

plus, n racines »

au

10



Initialisation : pour n = 0, un polyndome de degré nul est constant.

Un polyndme constant, non nul, n’admet aucune racine. Donc P(0) est vraie.

* Heérédité : soit n € N, supposons que P(n) est vraie,

Soit Q un polynome de degré n + 1.

© Si Q n’admet aucune racine, alors P(n + 1) est vraie.

o Si Q admet une racine a, alors Q(z) = (z— a) x R(z) avec R un polynome et deg(R) < n
D’apres 1’hypothese de récurrence, R a, au plus, n racines, donc Q en a, au plus, n + 1.

Donc P(n + 1) est vraie.
* Conclusion : P(0) est vraie. Et, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie.

Donc, pour tout n € N, un polynéme, non nul, de degré n admet, au plus, n racines.
Propriété :

Soitn € N*et P(z)=)_ a,z* un polynéme de degré n a coefficients réels (avec an # 0).
k=0

Alors :

an—l

* Lasomme de toutes ses racines est égale a —

n

o
* Le produit de toutes ses racines est égale a (—1)" —

n

Exemple :
Soitz, =1+ 2ietz,=1-2iles racines d’un polyndme unitaire P.

Comme z,+2z,=2et z,z, = 12+ 22=15, alors z, et z, sont les racines du trinéme P défini sur C par
P(z)= z2-2z + 5.
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